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Fiir den Nachweis der Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2 existieren ver-
schiedene Beweisfithrungen. Dieser Artikel erldutert ausfithrlich die indirekte
Beweisvariante und stellt eine der moglichen Kurzschreibweisen in mathemati-
scher Notation vor. Ubungsaufgaben mit Losungen festigen das Erlernte.
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1 Der indirekte Beweis

1.1 Die Vorgehensweise beim Widerspruchsbeweis

Der ,Satz vom ausgeschlossenen Dritten® (Tertium non datur) besagt, daf eine Aussage
und ihre Verneinung (Negation) nicht beide falsch sein kénnen und daf eine von beiden
wahr sein muf.

Bei der indirekten Beweisfithrung wird angenommen, dafl die zu beweisende Behauptung
falsch ist. Dann wird diese Annahme zu einem Widerspruch gefiihrt.

Wenn aber die Verneinung einer Aussage zu einem Widerspruch fithrt, dann muf die
Aussage wahr sein. Geméafl dem Satz vom ausgeschlossenem Dritten kann es ja keine dritte
Moglichkeit geben.

Neben der zweiwertigen Logik existieren auch mehrwertige bzw. n-wertige Logiken.!

1.2 Zur Notation von Beweisen

Beweis-Ubungsaufgaben beginnen meistens mit ,,Zeigen Sie:“, ,Beweisen Sie:“, oder mit
»Zu zeigen:“, abgekiirzt ,,Z.z.:“

Bei indirekten Beweisfithrungen wird der auftretende Widerspruch mit einem Gewitter-
blitz gekennzeichnet: 4.

Der Abschluf} eines Beweises wird entweder mit der Abkiirzung ,,q.e.d“ markiert, welche
flir die lateinischen Worter quod erat demonstrandum steht, zu deutsch: ,,was zu beweisen
war®“. Oder es wird ein weifles bzw. schwarzes Quadrat als Abschlufisymbol verwendet: O.

1.3 Definition O.B.d. A.

0.B.d. A., ,Ohne Beschrankung der Allgemeinheit®, ist ein in Beweisen verwendeter Hin-
weis der besagt, daf3 der im Beweis betrachtete spezielle Fall auch alle anderen moglichen
Félle abdeckt.

Man rechnet also exemplarisch einen Fall durch, der gleichzeitig fiir alle anderen Mog-
lichkeiten steht. Der im Beweis behandelte Fall ist somit ohne Ausnahme auch fiir alle
anderen Félle charakteristisch und giiltig.

!Grundlagenwerk: Gotthard Giinther, ,,Idee und Grundri einer nicht-Aristotelischen Logik. 1. Band: Die
Idee und ihre philosophischen Voraussetzungen.“, Verlag von Felix Meiner, Hamburg 1959.
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2 Beweis der Irrationalitat der Quadratwurzel aus 2

2.1 Einleitung
Wir méchten zeigen, dal +/2 nicht als Bruch darstellbar ist, dafl also gilt: v/2 ¢ Q.

Briiche haben die Form ¢ und stammen aus der Menge der rationalen Zahlen, . Im

Zéhler steht eine ganze Zahl.? Der Nenner b mufl eine natiirliche Zahl® sein, damit eine
Division durch Null ausgeschlossen ist:

Q= {%‘aelundbelN}

Lies: ,,@ ist die Menge aller Elemente (aller Briiche) a durch b fiir die gilt: a (ist) Element
(von) Z und b (ist) Element (von) N“*

Wir zeigen nun, da +/2 nicht zur Menge der rationalen Zahlen gehért, sondern zur
Obermenge von Q, der Menge der reellen Zahlen, IR.
2.2 Beweis der Irrationalitit von /2

Zeigen Sie: /2 ist irrational.

Beweis: indirekt. Wir nehmen an, da8 /2 nicht irrational ist.

1. Dann ist 4/2 rational (¢ Q) und 148t sich als Bruch schreiben:

a
V2=
2. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit® nehmen wir an, dafl ¢ als gekiirzter Bruch vor-
liegt, denn zu jedem Bruch existiert ja auch ein gekiirzter Bruch. Das bedeutet, dal a und

?Die Menge der ganzen Zahlen: Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

3Die Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null: IN = {1,2,3,...}.

1Beziehungsweise: ,Die Menge Q besteht aus allen Elementen a durch b, fiir die gilt, a ist Element von Z
und b ist Element von N .

5Eine allgemeine Definition zu O. B.d. A. findet sich in Abschnitt 1.3 auf der vorherigen Seite. Erlauterung
von O.B.d. A. im Bezugsrahmen dieses Beweises: Die Annahme, daf} sich der Bruch ¢ auf Primfaktoren
reduzieren 148t, gilt auch fir alle anderen moéglichen Falle, das heifit fiir alle anderen Wurzeln aus
nichtquadratischen Zahlen, wie z.B. 4/3, /5, /6, v/7, usw. Man lese die nachfolgende Begriindung,
warum nur Wurzeln aus nichtquadratischen Zahlen zugelassen sind, erst nach der Verinnerlichung des
Beweises im Haupttext.

Wiirden wir auch quadratische Zahlen zulassen, dann wiirde die Annahme, dafl sich die Wurzel aus

der quadratischen Zahl als Bruch zweier teilerfremder Zahlen darstellen 148t, nicht zu einem Wider-
spruch fihren. Beispiel: Die 4 ist eine quadratische Zahl, 4 = 2 -2, und 148t sich als teilerfremder Bruch
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b teilerfremd sind, also keinen anderen gemeinsamen Teiler als die 1 haben.®

3. Wir formen nun die Gleichung nach a? um:

V2 = % | ()? Quadrieren
an 2
2= (5)
2
a 2
26% = a?

Aus der Gleichung 2b> = a? geht hervor, daf a? eine gerade Zahl sein mufl. Eine gerade
Zahl kann namlich als +2k definiert werden, mit k € INg.” Die 2 ist also ein Teiler von a?,

in der Teilermenge von a? enthalten.®

4. Wir benutzen nun die folgenden elementaren Tatsachen fiir unsere weitere Schlufifol-

darstellen, beispielsweise /4 = % =1=2

Vi = % | () Quadrieren
2
4= Z—Z | b2
40 = a®

Aus der Gleichung 4b®> = a? geht hervor, da a? eine gerade Zahl ist (2-2-b* = a*) und somit auch
der Zahler a gerade sein muf. Daher setzen wir a = 2k, 16sen nach b? auf und stellen fest, da b eine
ungerade Zahl ist und somit kein Widerspruch entsteht, da Zdhler und Nenner teilerfremd bleiben:

40 = (2k)?
4* = 4k* | 14
Bk |V
b=k
Beispiele fiir (gekiirzte) teilerfremde Briiche: 16—0 = %, der grofite gemeinsame Teiler von 3 und 5 ist die

1: ggT(3,5) = 1. 3 = & goT(6,1) = 1. Fiir 1% gilt: ggT(17,13) = 1. Die Félle mit einer 0 im Zshler
%, %, g, ...} sind hierbei berticksichtigt, die Null ist durch alle Zahlen teilbar: Yz € IN (generell Vz €
Z, R, C) gilt ,,z teilt 0“ Briiche der Form % (mit = € IN) lassen sich nicht mehr kiirzen. Da im Zahler
1] 0 gilt (,1 teilt 0“) und im Nenner 1 | z, ist % immer teilerfremd, hat also nur die 1 als grofiten
gemeinsamen Teiler: ggT(0,z) = 1.

"Gerade Zahlen sind Vielfache von 2, sie haben die Form 2- k. Die Menge der mdglichen natiirlichen Zahlen
fiir k umfaBt auch die Null (k € INg), damit neben positiven und negativen geraden Zahlen auch der Fall
2.0 = 0 moglich ist. Die Null wird also ebenfalls als gerade Zahl betrachtet. Fiir unser b* gilt natiirlich
trotzdem b* > 1, da ja b > 0 gelten muB (b € IN), damit keine Division durch Null auftreten kann.

82| a® bzw. 2¢€ T,e.
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gerung: Wenn eine Zahl gerade ist, dann ist auch ihr Quadrat gerade.® Wenn eine Zahl
ungerade ist, dann ist auch ihr Quadrat ungerade.'®
Aus der Geradzahligkeit von a? folgt also, da8 auch die Zahlervariable a eine gerade Zahl

sein muf.!!

5. Da die 2 ein Teiler von a ist, also eine gerade Zahl ist, kénnen wir das a in 2b*> = a?

durch 2k ersetzen (k € INg):

2% = a?®

2b% = (2k)*

202 = 4k* | :2
b2 =2k% 4

In der letzten Zeile ist nun der Widerspruch aufgetreten: Wenn b? = 2k? gilt, dann ist b?
und somit auch die Nennervariable b gerade. In unserer Annahme sind wir jedoch davon
ausgegangen, dafl unser Bruch 7 bereits teilerfremd ist, das heift in gekiirzter Form vorliegt.
Wenn nun aber der Zahler und der Nenner beide gerade sind, dann kann man den Bruch
noch kiirzen.!?

Somit ist die Annahme, dal 4/2 nicht irrational ist, falsch. GeméB dem Satz des aus-
geschlossenen Dritten haben wir damit bewiesen, da die erste Aussage wahr ist: 4/2 ist

irrational.
O

2.3 Beweis in Kurzschreibweise

Beim Verfassen mathematischer Texte ist es vorteilhaft, die Inhalte parallel auch in rei-
ner mathematischer Notation zu notieren. Dadurch erschliefft sich das Dokument einer

9Beispiele fiir z = (2k)%, mitke IN: o = 2,22 = 4; z = 4,2° = 16; ¢ = 6,2 = 36.

10Beispiele fiir & = (2k + 1)2, mitkelNo:z =1,2> =1, 2 =3,22=9; 2 = 5,22 = 25.

"Bei geraden und ungeraden Zahlen muf jeder Primfaktor (p = 2) von a in a® mindestens zweimal vor-
kommen.Gerade Zahlen enthalten auch immer die 2 als Primfaktor. Beispiele fiir gerade Zahlen:
a=2(=2),a> =4(=2-2);

a=4(=2-2),a>=16(=2-2-2-2);
a=6(= 2 3), 2=36(=2-2-3-3);
a=8(=2-2-2),a>=64(=2-2-2-2-2-2);
a=10(= 2 5),a> =100(=2-2-5-5)
a=30(=2-3-5),a>=900(=2-2-3-3-5-5)

Beispiele fiir u ngerade Zahlen:

a=3(=3),a=9(=3-3);

a=5(=5),a*"=25(=5-5);

a=15(=3- 5) 2=225(=3-3-5-5).

Die jeweiligen Primfaktoren einer Quadratzahl a® kommen also auch in der Basiszahl a vor.

12Beispiele fiir ungekiirzte gerade Briiche %, mit a € Zundb € IN:
(.., -4 2 4 _2 2 4 4

B Tt TETT T - N RN I SO 3
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internationalen Leserschaft.
Mengennotationen kénnen variieren, dariiberhinaus werden irrationale Zahlen manch-
mal auch in einer eigenen, mit einem grofien I bezeichneten Menge zusammengefaf3t:

I={v2m,...}.13

2.3.1 Erlauterung der mathematischen Symbole

Das Zeichen fir Teilbarkeit, |. Beispiel: 2 | 4, lies ,,2 teilt 4% 2 } 5, lies ,,2 teilt 5 nicht*.
Allgemein: a | b, ,a teilt b“ a f b, ,a teilt b nicht*

Teilerfremdheit, L. Beispiel: 3 L 5, lies ,,3 ist teilerfremd zu 5 bzw. .3 ist relativ prim
zu 5% bzw. ,,3 und 5 sind relativ prim (zueinander)“ 3 & 6, lies ,,3 ist nicht teilerfremd zu
6“ bzw. ,,3 ist nicht relativ prim zu 6“ bzw. ,,3 und 6 sind nicht relativ prim (zueinander)*.
Allgemein: a L b, ,a ist teilerfremd zu b* bzw. ,a ist relativ prim zu b“ bzw. ,,a und b sind
relativ prim zueinander®. a &£ b, lies ,,a ist nicht teilerfremd zu b* bzw. ,a ist nicht relativ

prim zu b“ bzw. ,a und b sind nicht relativ prim zueinander®.4

Der Allquantor, V, auch Allzeichen genannt, stammt aus der Aussagenlogik und wird gele-
sen als ,fiir alle“. Beispiel: ,Vz € A gilt:“, lies ,fiir alle x Element A gilt:*

Die Implikation, =. Beispiel: A = B, lies ,,Aus A folgt B“, oder ,wenn A dann B*

Die logische Aquivalenz, <. Beispiel: A < B, lies , A dquivalent B, oder , A genau dann,
wenn B

0.B.d. A., ,Ohne Beschrankung der Allgemeinheit“: Sieche Abschnitt 1.3 auf Seite 2 und
Fufinote 5 auf Seite 3.

2.3.2 Beweis v/2 € R, in Kurzschreibweise

Es folgt eine von mehreren mdoglichen Niederschriften des Beweises in Kurzschreibweise.
Z.z.: /2 ist irrational (/2 € R).

Beweis: indirekt. Wir nehmen an, da§ 4/2 nicht irrational ist:

1. Annahme: 4/2 ist nicht irrational = /2 € @, d.h. v/2 = .
2. OBdA: a L b.

3.[=%®2b2=a2.

4. (2b® = a®) = 2 | a?, da a® = +2k, mit k € INg.

13In diesem Artikel wird tiberwiegend die serifenlose Variante von ,dsfont* fiir Zahlenmengen verwendet,
in Anlehnung an die Doppelstrichnotation bei Tafelaufschrieben: IN € Z < Q < IR < C. Die Schriftart
(der Zeichensatz, der Font) ,amsb* ist weitverbreitet: N c Z < Q R < C. In dlterer Literatur werden
meistens Frakturbuchstaben als Symbole fiir Zahlenmengen verwendet.

14Tn der Geometrie zeigt das Symbol L Orthogonalitit (Rechtwinkligkeit) zwischen Vektoren an. Beispiel:
al l;, ,,a ist orthogonal zu b,
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5. Vx mit x = 2k, k€ INg : ™ = 2k bzw. 2 | 2",
6. = 2 | a, und: 2b* = a? = 2b? = (2k)2.
7.2 =2k>=>a4b=5%2zu?2.
(]

Fur eine ausfuhrlichere Illustration konnen die einzelnen Rechenschritte auch tuber die
Aquivalenzpfeile geschrieben werden. Beispiel:

Zeigen Sie: v/13 ¢ Q.

Beweis: indirekt.

. Annahme: /13 € Q. = /13 = %.
.0.B.d.A:a Llbd.

a()2 aQ'bQ 2 2 i b2
AVNBB=f<e B=p<e3b=ac"<132=a=13 | a

1302 = a? “E27 1312 = (13k)% < 1362 = 1602 S 12 = 132 3 b= 13- £ = 13 | b,

=adb=%7zu?2.

Uk W N

3 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Von den folgenden Aufgaben wurden die ersten vier aus [1]'® entnommen.
1. Zu zeigen: /3 ist irrational.
Beweis: indirekt.

1. Annahme: v/3 € Q. Dann folgt: v/3 = 7 mit a € Z, b€ IN; a und b liegen gekiirzt
und teilerfremd vor.

2. V3 = % | ()? Quadrieren
2
a
3b% = a? (1)

3. Isolieren der Zahlervariablen: Aus 3b% = a2 folgt 3 | a?, da die 3 in 3 - b? = a? ein
Teiler (Primfaktor) von a ist.

15Seite 99, Ubungsaufgabe 212, a) bis d)
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4. Aus 3 | a® folgt 3 | a:

3b? = a?
3 =a-a Ta
3b2
— =aq
a
b2
3-<)=a
a
=3|a

Wir bezeichnen den Koeffizienten der 3 mit k, bzw. ,wir setzen den Koeffizienten gleich

k.
b2
3 . () - a
a
——

Es gilt also: 3k = a.

5. Isolieren der Nennervariablen: Wir setzen unser Ergebnis fiir ¢ nun in (1) ein.

3% = a?

302 = (3k)?

362 =9k* | :3
b? = 3k?

= 3 | b2, da die 3 ein Primfaktor von b? ist:

V=_3 -k

——

Teiler

6. Aus3 | b2 =3 | b:

b =3k* | :b

k2

b=3-—

b

=3|b 4%

3| aund 3 | bist ein Widerspruch zur Annahme, dafl a¢ und b teilerfremd sind.
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=3¢ Q.
O
2. Zeigen Sie: /6 ¢ Q.
Beweis: indirekt.
4. Isolieren der Nennervariablen: a ist
1. Annahme: /6 € Q. also eine gerade Zahl, d.h. a = 2k.
2. Dann folgt (v6 = v2-3 = v/2-/3), 6b% = a?
a und b gekiirzt und teilerfremd: 6b> = (2k)>
2 _ 1.2 .
V2.3 = % 60" = 4k | :2
0 3b? = 2k*
Vava= oy
, [ay? Aus 3- 0% = 2k? folgt 2 | b2
<\/§ ’ \/g) = (6) gerader Teil
a? 5
25- 0 |7 W%
b2 T :
230> =d’ L2
Die 2 ist Teiler von a?: 2 | a?. g 3k2
h= 2.0
3. Isolieren der Zahlervariablen: 1 /SQb
2-3-b*=a*> | :a b= 3b
2-3-? =204
=a
a
2 3 v? a Wenn 2 | a und 2 | b gilt, dann haben der
1 a Zéhler und der Nenner einen gemeinsamen
5 3b? B Teiler. Das widerspricht der Annahme, dafl
-, T a und b teilerfremd sind.
Teiler von a
= 2 | a, der Zahler ist gerade. q.e.d.
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3. Beweisen Sie: /5 ¢ Q.

Beweis: indirekt.

1. Annahme: /5 ist rational, @ und b liegen
gekiirzt und teilerfremd vor. Wir formen
die Gleichung um und isolieren anschlie-
Bend die Zéhlervariable und die Nennerva-
riable.

a
\?’f=g ()
3
a
52673 | b3
50° = a® (1)

2. Isolieren der Zéahlervariablen:
5.0 = a3

= 5 ist Primteiler von a®: 5 | a®

5:-03=a | :d?
b3

5'9_(1

=5]a

3. Isolieren der Nennervariablen: Aus (1)
wissen wir, daf 5 ein Teiler von a® ist

4. Zu beweisen: /6 ist irrational.

Beweis: indirekt.

10

(5 | a®), daher setzen wir a® = 5k.

5% = a3

56% = (5k)°

565 = 53 . k3

56% = 125k | @5
b =25k
V=55 k3
=5

4.

b =25k | P

_ =95. —
14 b?
k3

=5|b%

Da 5| aund 5 | b gilt, sind a und b nicht
teilerfremd.
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Annahme: /6 ist rational. Dann gilt, mit
a und b gekiirzt und teilerfremd vorlie-
gend: {/6 = 7,a€Zund be IN.

1. Umformen und Isolieren der Zahlerva-

riablen:
3/ _ @
\f_b
=7 10
an 3
6=(3)
3
a 3
66° = a® (1)

?:(2'3)‘9
a—3-<2-2?;> 2)
R

= 3 | a, da die 3 ein Primteiler von a ist.

2. Isolieren der Nennervariablen b: Aus (2)
folgt a = 3k. Einsetzen in (1):

5. Zu zeigen: /7 € L.

Beweis: indirekt.

1. Annahme: /7€ Q. = /7 = 7
2.0.B.d.A.:a L0

2
a2 b

60° = a®
60 = (3k)3
603 = 27k% | : 3
265 = 9k3 | 2
b3_g'k3 ’ b2
2
9 &
b=5 R
p_ 3.3 1K
112 v
3 K
b:3'<2'b2)
=3|b%

Da Zéahler und Nenner, a und b nicht wie
angenommen teilerfremd sind, die 4/6 sich
nicht als Bruch darstellen 148t, muf}, ge-
méfl dem Satz vom ausgeschlossenen Drit-
ten, die 4/6 irrational sein: /6 € L.

/6 ¢ Q bzw. v/6 €I bzw. v/6 € R.

b2

2 . ki="—
3.fz%2>7:—©762:a2é7-%:a <" T k=a=7]a.

b2
a:=7-k

L7 R = S - (e a2 L 2 By — 7. 7 ),

5 =a4b=%7u?2.

11
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6. Man beweise: v/11 ¢ Q.

Beweis: indirekt.

1. Annahme: v/11 € Q. = /11 = 7
2.0.B.d.A.:a L0 ,
b

2 22 . k=2
sviT=o L2 LR 28112 g =" 11 k=a=11 | a

41102 = "SR 1 = (k2 e 12 = 1212 B = k2 L p =11

= 11| b.
5. = a4 b= %7zu 2.
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